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Rappel : theorem de Bolzano et
-

Weierstrass
.

Il exist une sous - suite convergent dans toute suite bornée
.

(an ) : ME an E M theIN ⇒ 3- (and Clan ) : liman⇐ =L c- R .

K→ so

Déf La suite Can ) est une suite de Cauchy site >oil exist no c- IN

Ed
que th 2 no et tm > no

,

Ian - am I c- E
.

sietsentimentsi
Proposition . Une suite (a) est une suite de Cauchy ⇐> Can ) estconvergent .
Dém : ⇒) ( an ) une suite de Cauchy .

⇒ Can ) est bornée
.

Fr c- IN : Ian - art c- 1 ltnzr ⇒ Ian / 2- Max { tart 1901,191
,
lar-il}

⇒ Par Bit 3- nine sous - suite convergence :
limqnr

,

= l EIR 1 1 11 ii. coccyx#☒a)
knsoo do 919×93

any
Ar artOn a :

HE >0 Fm
.
c- IN
, joe IN tels que

l" lap -991£ § ftp.qzmopuisgue Can ) est une suite de Cauchy
(2) lay.

- HE § V-j >jo puisgue Can
.
) converge

verse
.

Soit ko = Max (mo.jo) ⇒ thzko
,
(1) hzmoetnk.ie Ko >- Mo

(2) Nko 7 NjoA
⇒ Ian - lt-lan-anr.o-anr.gl/s1an-anr..i-1anr..-e1EE-z+E-z--E--liman--lh-sx



⇐) him an =L ⇒ V-E > 0 In
.
c-IN : th > no

,
Ian - et s § .
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h → co

⇒ ftp.qzno on a : lap - agl-tap-ltl-aqtt-lap-el-le-aqk.az- + { = E.
⇒ Can ) est une suite de Cauchy .

'☒

Remarque . firz lanai - an ) =D tk c- IN n'implique pas que Can) estune suite de Cauchy .

kestfxé
Ex

. an = n'h=Vn
.

⇒ limlan-ik-an-limk-KH-HY-j.biz#k+nI--0h-soohis oo

-
→ ao(n "' n'est pas bornée : si FM : n'he MV-nc.IN⇒ n±Ñ-VnEW)Mais an = n'" → o est divergent faux

⇒ Can ) Nest pas une
suite de Cauchy .

Explication .

Soit k c- IN.

.

lim (an + k - cent = 0 impligue He >OFno C-IN: the no↳ → oo

Ian -1k - ant a- E (k est fixé ) .

Ici no peut dependre de k .
Dans

l 'example an -- Fi
,

si on augment K, on oblient no toujours plusgrandpour
un E > 0 donné

.

Mais dans la propriété de Cauchy , n.c-INestkme.me
pour

toute difference k -
- m - n des indices

.

Done la propriété de Cauchy estplus fork que him Canarian) --0 Keethh →to



§ 2.9 .

Limiter supérieure et limit inférieure dune suite bornée
.

-83 -

Déf Soit (xn ) une suite bornée : Fm
,
MEIR : ME Xn EM knew.

On définit la suite yn = sup {xx , Kan } yntr yn2XnZm KEN
la Suite Zn = Mf {Xk , Kzn} zn4 ZnEXn EM th EIN

⇒ ( yn ) t suite dicroissanketminorée : m±xn±yn⇒ 3- limy#limsupxnh -200

lzn )4 suite croissant et majored : ZNEXNEM ⇒ 3- limzn-4T liminfxn
n -> 00

On a : 2- n E Xu E yn th C- IN
.

Ex 1
.

Xn = 1-Dh (Ith)
,
n > 1 bonnie : -2 ± (Xn ) c- 2

.

Xn = ( -2,1+1-1
,

- 1- Ig
,

1+1-6
,

- 1- És
,

. . .

)

yn = (1+4,1+14
,
1+1-6,1+116 , . .

. -1+-1
- ) limyn -_ 1

\ h -soo

zn= ( -2 ,

- 1- 1g ,

- 1- 1g ,
- 1- Is .

- 1- (⇐f :) fi;zzn= -1 .

Remarque : Si liminfxn = limsupxn =L ⇒ limyn =hmzn=l
h→• his •

On a : Zn C- Xu c- yn ⇒ Parks 2gendarmes Flimxn =L .

h → or

b thro
e e



-84-Proposition Une suite bornée (xn ) converge vers le IR
<⇒

limsupxn ÷ liminfxn =L (Toir DZ)
.hear h→N

Ex 1
.

Xn = 1- 1)
"

(I + tna)
,

h > 1
.

On a calculi limsupxn = 1
n→-

* ⇒ la suite lxn ) est divergent .

liminfxn = -1
h→ N

É✗ 2
. Xn = 1- In

,

n > 1
.

Trower yn , Zn
, limsupxn , limihfxn
h-SN h -so

(Xn) = { 0,1-2,2-3
,
&
,
¥ . . .

. )

yn = sup { XK , Kzn} = (1
,
1,1

,
. . . .

) ⇒ limsupxn -_ limyn = 1
h→N h→ to

2- n = ihf { XK ,
kzh } = (0,1-2,2-3

,

.

.
.
. ) = Xn ;firz.in/-Xn--lim2-n--1hsoo(Xn)estconvergenle,limxn--1

h → a



- 85-Chapitre 3 .

Series numériques .

§3.1 Definitions et examples .

Déf La série de Terme général an est un couple
(1) la suite can )

(2) la suite des Semmes particles 5¥ Éar. -_ a. + a. +
.
. .

+ an
K=O

Notation : Ear
.

- Serie de Terme ginéral are .

K = 0

Ak K - iéme terme ; Sn = [ are n' iéme somme particle .

K= 0

Déf Série Ear
.

est convergent ⇐% la suite (Sn ) des somnus particlesK = O

est convergent .

la limit limsn =L slapped la somme de la serie §?aa .

hiroo

Si lim Sn -- l
,
on écrit Éiin=l et on dit que la séoie ¥9kh -→ •

converge verse .

oo

Si (5) est divergent, odors on dit
que

la sine [ar.es/-dirergenle.K--
0

En particulier, si limsn = -1-0
,
on e'crit [a. = ± as

.

h → oo
K =D



Ex 0
. n ; (Sn=§ok= 0+1+2-1. .

.tn __hlh¥nzy ) n'estpasbornée
-86-

⇒ lim Su -- as ⇒ Én= • La seise est divergent .h→oo
h=O

Ext
. Sériegéomébique
E. ¥ ; sn=E"¥=(1+1=+1--1 .

-
+¥)

Rappel : (1-1×+5-1
.
. .
+ ×

")(1-✗1=1+1×-1×4 . .it/Xh-(x/+xY+..+/xh+xht')--1-xh"
t✗ c- IR

⇒ 1 +✗ + X'+ .
. .
+ ✗

"

= l× Hx -1-1

Soit ✗ =t⇒sn=(i+E+ .
.

-
+ E.) = z÷ ; b.msn.e.me#&;+i-0?FYmehiM'

±"

hsoo

⇒ E¥=2 .

k=0
A

① '

une maniére sinclaire onoftient Erk = ¥ Irl < 1
.

K=O

Exercise : Érk est divergent ,

si 1m21
.

K=O

Si r > 1 on re - 1 ⇒ Sn = n'est pas
bornée ⇒ divergent .

Si F- 1 ⇒ Sn=Éo1=n+1 ; figz.sn =D divergent .

Si r= - 1- ⇒ Sn=ÉfÑ=(1,0
, 1,0 , 1. 0,1

,
:
. .

.

.
. . ) ⇒ (Sn ) est divergent .k=0



Le paradox e d'Achille et de la for Tue (Zenon . -450 au.

I.c.)
-87-

Achille : 10 Is gloom
Latortue : 0.1%

Zenon : Achille he pourra jamais ra#raper
la tortue s

'il la accorde une arana de 100m . ¥1m
(par example ) .

Achille→ +100m ⇒ la torture ⇒ +1m
.

101.01m

Achille → +1m ⇒ la torta ⇒ +1cm
.

Ainsi
,
cha
que fois la torta se retour

encore plus loin qui Achille .

Considering le temps quie faudrait
a' Achille

pour irattraper la tortue .

F- 1981T + 1,8%+9%-1=-1 .
. .

= 10 + to tooo -1
. - - +1011+0%+16-000 .

- .
- ) =

TEE,r=¥o
= 10 ⇐ (too)

"

= 1011%0--10,5%0=18%-5 .

⇒ Achille ralterapera la tortue dans 10¥ seconds .



Conclusion : D '

aprés Zenon
,

A.mpossifililé pour Achille de raltraperlatortue -88
-

vient du fait giiilbuifaudraitcourrirunnombreinfnid.in/erralks .

Mais diaprés notre caked, une somme infinite d-intervals de décroissance
géométrigue converge vers un

nombre fini .

Ex 2
. Série harmonica .

⇐ tn
.

Cette sone est divergent .

Supposeons 3- him Sn = SEIR .
On consider la sous - suite c (Sn )

h→to

Sn = 1+12++3-1 .
.
.

+ In i Szn = 1+12++5-1 .
.

- + In + ¥
,

-1
.
.
. + Izu

(Sz
,
Sy

,
So

. .
. .

) c (S , ,
Si

,
Ss

,
Sy

.
. . .

. . ) Si 3-lim Su = SEIR
h → oo

⇒ him Szn = S = lim Sn
h-Soo h →N

Mais : Szn - Sn = ¥
,
+ ¥2 -1

. . . + t-znzn.tn = Iz
n-w b b ¥ ¥ In

time
⇒ Oz É absurd .0 = S - S

E

⇒ him Sn = • et ⇐ In est divergent .h →so


